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Semi-ipergruppi e ipergruppi ciclici (**).

Sunto. — B naturale attendersi che, analogamente a quanto succede per i sotio-
gruppt ciclici nella teoria dei gruppi, 1 sottoipergruppi e sottosemi-ipergruppi
ciclici giochino un ruolo importante in quella degli ipergruppi e semi-iper-

Y

gruppi. Lo studio di quesfo argomento & affrontato in questo lavoro.

Summary. - It is natural to expect that, as it happens for the cyclic subgroups
in the theory of growps, the cyclic subhypergroups and subsemihypergroups
play an important role in the theory of hypergroups and semihypergroups.
This work deals with the study of this subject.

Sia H un semi-ipergruppo e P una sua parte non vuota.

DerINizIONE 1. Diciamo che P & parte ciclica di H se 3z € P tale

che Yac P 3ne N*: ac .
L'elemento x si dird generatore di P.

DrrINIZIONE 2. Diciamo che H & un semi-ipergruppo ciclico se H
& parte ciclica.

ALCUNI ESEMPI.

I) Gl ipergruppi totali sono cielici, ed in particolare ogni loro
elemento pud fungere da generatore.

(*) Istituto di Matematica dell’Universitd di Messina.
(**) Nota presentata da G. Gemignani, membro del Comitato di Reda-
zione, il 5-X1-1981.
Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
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II) 11 semi-ipergruppo H = {a, b, ¢} con Ia seguente tabella i
moltiplicazione

a b ¢
a b b, e B b, ¢
b b, e b, e b, ¢
¢ b, e b, e b, ¢

¢ un semi-ipergruppo ciclico, con generatore « », infatti aca; bear
cE ad.,

III) L’ipergruppo H = {®, a, b} definito dalla seguente tabelln

2
8]
SR 8
SIS -

3

© un ipergruppo ciclico, con generatore « « », infatti a € 22; b e 22,

IV) 11 semi-ipergruppo H — {a, b, ¢, d} definito dalla seguente
tabella

I b c d
e b, e B b, ¢ b, ¢ b, ¢
b b, ¢ b, ¢ b, ¢ b, ¢
O be | be b, o b, ¢
d b, ¢ b, ¢ b, ¢ J'IM *

Y

€ un semi-ipergruppo ciclico ¢ completo con generatore «d», infatti
acd’; beds; ceds,

V) L’ipergruppo H — {a, b, ¢, d} con la seguente tabella

— @ b ¢ d
a b a, ¢, d b b
b a, ¢ d b a, ¢, d a, ¢, d
e b a,c¢,d o b b
_d b a,¢,d b b
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¢ un ipergruppo ciclico e completo con generatore «a», infatti b e a?;
cead; dead.

DEriNizIONE 3. Sia H un semi-ipergruppo ciclico con genera-
tore « h».

Chiamiamo ciclicita di un elemento a € H il minimo m e N*— {1}
tale che aeh™.

Riguardo al generatore h, se me N*— {1} tale che h € b~ diciamo
che h & privo di ciclicitd.

Notra. Sela ciclicitd di un elemento ¢ a » & m, scriviamo cicl (a) = m.

DEeFINIZIONE 4. Se H & un semi-ipergruppo ciclico, chiamiamo
ciclicité di H il max {cicl (a)/a € H} e la indichiamo con ecicl (H).

OssERVAZIONE 1. Condizione sufficiente affinch® un semi-ipergrup-
po H sia ciclico ¢ che dze H, dne N*: a2 = H.

LemmA 1. Se H & un semi-ipergruppo completo, allora VYn e N*,
Y(as, aq, ..., a,) € H* i ha:

QA _mﬁ suv == Clu)

i=1

Vue ] a: ().
i=1

n n
DiMOSTRAZIONE. Sia #€ []a,. B noto che QA 1T &mvﬂ U C(u). Sia
i=1

=1 t
ue fla
n Lo

w € [] a;, allora wp*u, percid we C(u), pertanto

i=1

—N.H?NQAﬁgmvnQS.

=1 =1
Il viceversa & banale. (e.v.d.)

TeorREMA 1. Un semi-ipergruppo H & completo se, ¢ solo se,
V(m, n) e (N*— {1})*, VY(ay, @y, ..., @) €H™, V(by, b, ..., b,) € H"

8i ha che
n

:Q&D z@mﬂw& “.—EHV:.GM& :Q«“ :@m.
i=1 §=1 i=1

i=1

(*) Per questa ed altre notazioni si rinvia a [6], [15].
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DIMOSTRAZIONE. Proviamo Pimplicazione —>. H completo implica
m m n

3 3 3
*m EH Q:.M aqv o ﬁﬂ ?H @A ﬂFv. Upza*ﬂd:?#amamzm&.m
T = i= i=1 i=1
m n
esiste a € [] a;, ae [] b, quindi, per il Lemma 1, G(a) — @A E g*v o
i=1 i=1 i '

Cla) = QA Hm ?v percid .GA*m Fv = GAMM ?v ¢ quindi o.m a; H,.D b..

Y . ’

Il viceversa & immediato. (e.v.d.)

ProrosizioNe 1. Se H & un semi-ipergruppo ciclico e completo,
allora H & commutativo,

DIMoSTRAZIONE. Sia h il generatore di H.

Sia {x, y} c H, allora I{m, n} C N* tali che xehm, yehe. Certa-
mente xoyc k™ quindi woy M A" 3£ @ da cui, per il Teorema 1
si ha che woy = fmtn, ,

Analogamente yox = hntm pertanto Toy = fyoum. (e.v.d.)

. .Huwowo%ﬁozm 2. Sia H un semi-ipergruppo e sia P una parte
ciclica di H generata da p; allora Vae P Ime N*: p™C C(a)
Se H &, inoltre, completo pm = C(a).

DrvosTRAZIONE. Ya € P Ime N*: ae pr.

Preso wep™ si ha che a fu o quindi a f* u percid u e C(a) per-
tanto p™ c Cla).

Se H w completo p™ = C(p™) quindi, siccome a € p™ implica C(a) c
¢ C(p™), si ha C(a)c p™. {e.v.d.)

OSSERVAZIONE 2. Se H & un semi-ipergruppo completo & noto che:

Via,b)e H?,  aob = C(aob) = C(a)ob = aoC(b) = C(a)oC(h) .

TeorEMA 2. Se H & un semi-ipergruppo cielico e completo con
generatore h tale che cicl (h) = », allora H & un ipergruppo.
DmvostrAZIONE. Occorre provare che Y(a, b) € H?
I) dJze H: acbox,
II) dye H: aeyob.

Proviamo 1la I).
Certamente 3{m, n} c N* tale che ach», be hn.
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Supponiamo che sia m > n.

In tali condizioni Vo € hm—" gi ha che a € hrox; infatti, hrox C k"o
ohm—n quindi hrox N k™ £ @ da cui segue, per il Teorema 1, hox = hm
percid a € hrox.

Per la Proposizione 2 si ha h* = C(b), pertanto a € C(b)ox e sic-
come, per 1'Osservazione 2, C(box = C(box) == box in definitiva
a€bow.

Supponiamo che sia m<n. In tal caso, siccome cicl (h) = », he h*
con r>1 quindi k»c (h7)" = h™ pertanto a € h™.

E quindi si ba a € k'™ e b € h» pertanto, se rm > n, il caso si ricon-
duce al precedente, altrimenti si itera il procedimento fino ad arrivare
ad un certo esponente +"m di h strettamente maggiore di n. (e.v.d.)

CoroLLARIO 1. Se H & un semi-ipergruppo completo e ciclico,
con generatore h tale che cicl (k) = r, allora H & uno Join Space.

DIiMosTRAZIONE. Segue subito dalla Proposizione 1, dal Teorema 2
e dalla Proposizione 19 di [10]. (e.v.d.)

TEOREMA 3. Non esistono ipergruppi ciclici con generatore privo
di ciclicita.

DIMOSTRAZIONT, Supponiamo che esista un ipergruppo ciclico H,
generato da & e tale che h sia privo di ciclicitd, ciod tale che Am e
€ N*— {1} tale che he h™.

Si pud allora affermare che A(m, y) € H? tale che h e woy; infatti,
se una tale coppia esiste, siccome I(r, s) € (N*)? tale che weh" ¢
yeh’, si ha: woyc h+* ¢ quindi he hv* il che contrasta con I'ipo-
tesi.

Pertanto in H non & piu soddisfatta la condizione di riproduci-
bilitd. {c.v.d.)

CoRrROLLARIO 2. Sia H un semi-ipergruppo ciclico e completo, con
generatore h; allora H & un semi-ipergruppo proprio se e solo se h &
prive di cieliciti.

DIMOSTRAZIONE. Segue subito dai Teoremi 2 ¢ 3. (c.v.d.)
ProPOSIZIONE 3. Se H & un semi-ipergruppo completo ed 4 una

sua parte ciclica moltiplicativamente chiusa, allora A & parte com-
pleta.
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D1MOSTRAZIONE. Sia h il generatore di A. Occorre provare che:

” n
se [Ta,n A0 allora [Taica.
=1

i=1

n
Sia a € [] a;n A. Supposto & il generatore di A4, dm e N* tale che
i=1 n

=

"

ach™ quindi [Ja;N A"~ 0 da eni segue, per il Teorema 1, [Tai=wm,
i=1 ’ i=1

Da A parte moltiplicativamente chiusa e he 4 segue h™c 4 per-

tanto E a;c A. {e.v.d.)

i=1

PrOPOSIZIONE 4. Se H & un ipergruppo ciclico tutti i suoi sotto

semi-ipergruppi contenenti il suo generatore coincidono con H,.

DimosTRAZIONE. Immediata. (c.v.d.)

PRrOPOSIZIONE 5, Se @ & un gruppoide con un elemento g € G tale

che Yae G Ine N*: q HA&.. secondo un raggruppamento y degli in-
7.

diei, vedi[15], allora A*@) & ciclico con generatore g.

DimvosTrRAZIONE. Sia @ € A*%(@). Per come & definito il gruppoide @,
n
dn, 3y tale che # = ¢" quindi ze A9 = ]] 9. (c.v.d.)
[$7] )

CorOLLARIO 3. Se G & un gruppoide con un elemento ge G tale

che Yae @ 3ne N*: q HA&_ secondo un raggruppamento degli indici,
Y,
ed in particolare g HA.ﬁs con m € N* — {1}, allora A*(G) & ipergruppo.
¥

D1MoSTRAZIONE. Subito dal Teorema 2 e dalla Proposizione 5.
(c.v.d.)

ProrosizioNe 6. Sia H un semi-ipergruppo e siano 4 e B sotto
semi-ipergruppi ciclici, generati rispettivamente da «a» e «b», allora
si ha:

(I) Se ac. AN B allora Ac B.
(II) Se {a, b} c AN B allora A = B.

DiMosTRAZIONE. Proviamo la (X).

Vee A 3me N*;: zcam.
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Poiché B & semi-ipergruppo ed a € B segue che amc B, quindi
x e B pertanto A c B.
La (II) segue subito da (I). (c.v.d.)

PRrOPOSIZIONE 7. Sia H un semi-ipergruppo ¢ sia P una parte
%k
ciclica di H, generata da k; allora Y(a, @, ..., @,) € P* Im € N* tale

n
orawsm QA ww_ s..v. moﬁwvm:ozg,ooaﬁoeoN@sH OA E :.V.

i=1 i=1
i=

* el i
DIMOSTRAZIONE. Y(dy, g, -..\ @) € P* 3(my, my, ..., m,) € (N*)* tali

n
m LI 1 Myt Mt b my omow quéO
che a, e k™, a;e k™, ..., a, € W™ ¢ quindi _ |ach , T

n i=1
iy 4 My oo+ my = m, []acchm
n =1

i * indi Cla) e sic-
Veehm ¢ Yae[]a;chm si ha che 2f*a o quindi z € C(a)

i=1
n
).
=1 4

come Cla)c GA I SV, si ha ze GA
n n
Quindi Vz e h™ segue z€ QA I a,.,v, cioé hmC GA&E_ ﬁ:v.
i1 =

i=1

1

n n .
Se H & completo, siccome []a;ch® o quindi &j a; N hm = B, wi
i=1 =
n n n i
m i i ¢ == i S1
ha, per il Hoouowum_ i, muf = k™ pereid, poicheé GA&m Sv ﬂ.mg ,
5op<p§ﬂ QA z a..v. 8.<.m.v

i=1

DEFINIZIONE 4. Sia H un semi-ipergruppo e k un suo pzﬁssawo
indichian ¢ relazi inaria su H:
elemento; indichiamo con 4, la dmom:aio relazione bing
- /] m
@ A,y se ¢ solo se Ame N*: {x, yj c k™.
Sia 4;, la chiusura transitiva di 4.

PropPosSIZIONE 8. Se H & un semi-ipergruppo ciclico, generato da b,
allora 4 = g*.

DIMOSTRAZIONE. Sia « 45 y, allora (2, 2, ..., #.) € H* tale che
=2 A2 Ay %y ne By Ay 2=y quindi @ =2, 2,02 ... ZnaBon=1
1 %

per cui z f*y. . .
Viceversa: sia « f* y, allora (2, 2,, ..., 2,) € H" tale che @ = _w
ioé ] — segu

BB ta s Ba=1y, ciodz,fz_, Vie{l,2 ., n 1} da cui seg

o
indi, poiché
che 3wy, @y, ..., ;) e H* tale che {z;, 2,..} c []#,, ¢ quindi, p

Y

i r,e N* tale
ogni #; & contenuto in una potenza del generatore h, dr,
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che {2, z.,,} C b pertanto z, 4, Py ClOd w =2, My 2, Ar2y... 2, . A
. A * oL SR
Ay2y =y e quindi » 4, 9. (e.v.d.)
ProrostzioNE 9. Se H & un semi-iper

gruppo ciclico
generato da &, allora A, = B*. PP © completo,

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 8 A
che fB*c A4,.

# f*y implica z Cy o quindi C(x) = C(y); del Smmo. per la Pro-

posizione 2, 3(m, n) € (N*)® tale che hm — Clz), I — @
W= e quindi o Ay,  (ov.d) , &) pertanto

* .
» C 4y = B*; proviamo

.Hmoxm;; 4. Se H & un semi-ipergruppo ciclico, generato da h,
e cicl (h) = r, allora sussiste la seguente formula:

VmeN* hmchert con (p, q)e N? o Ptg=m.
DimosTRAZIONE. Sia (p, ¢) e N* con P+ q=m.

Cicl(B) =7  implica hehr y  quindi kv c her,

Allora hm = hv+e = hphe ¢ hor e == forta (c.v.d.)

.HymowomHNHozm 10. Se H & un semi-ipergruppo ciclico, generato da %
e cicl (k) = 7, allora Ym e N* hmc pmor-n,

DiMosTRAZIONE. Tmmediata per induzione su m. (c.v.d.)

ProrosizioNs 11. Se & & un semi-ipergruppo ciclico, generato

da h, allora vale la seguente uguaglianza

clol(#)
H = C he |

p=1

. DimMosTRAZIONE. Sia cicl (H) = m, allora se 2e H si ha che
ciel ()<m e percid Ir<m tale che zeh' quindi

HclUhwr,

P=]

\

Il viceversa & immediato. (e.v.d.)
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LeMmMA 2. Se H & un semi-ipergruppo ciclico, con generatore h
tale che cicl (h) = 2, allora Yn e N* h»c hott,

DIMOSTRAZIONE. Subito per induzione su n. (e.v.d.)

ProrosizioNE 12. Se H & un semi-ipergruppo ciclico, con genera-
tore h tale che cicl (k) = 2, allora

H = wsa_a:mc .

DIMOSTRAZIONE. Sia cicl (H) == m. Yz e H ds<m tale che x € h*;
per il Lemma 2, siccome s<m, si ha h*c b quindi « € b pertanto
H c b™ percid H = hm. (e.v.d.)

CorOLLARIO 4. Se H & un semi-ipergruppo ciclico, con genera-
tore h tale che cicl (k) = 2, allora |H[f*| = 1.

DIMOSTRAZIONE. Subito dalla Proposizione 12, (c.v.d.)

ProOPOSIZIONE 13. Sia H un semi-ipergruppo ciclico, generato da h;
allora Ya € H tale che 3m e N*: heam si ba che «a» genera H.

DiMoSTRAZIONE. Yz e H dne N* tale che x € hn,
xeh* e heam implicano x € (am)? = am quindi Yo € H esiste, cer-
tamente, un intero positive ks« 0 tale che x e a®. (e.v.d.)

ProposizioNE 14. Sia H un semi-ipergruppo ciclico e complefo,
generato da h; allora se a f* h si ha che «a» genera H.

DIMOSTRAZIONE. @ f* h implica, per la Proposizione 9, a 4,h
quindi In tale che {a, b} c b~

Da a € h* segue a*c h*t quindi a* N h** £ @ pertanto, per il Teo-
rema 1, a" = h**,

Del resto h e b implica h € b quindi h € a* da cui segue, per la
Proposizione 13, «a» genera H. (c.v.d.)

CoroLLARIO B. Sia H un semi-ipergruppo ciclico e completo, con
generatore h tale che cicl (h) = 2; allora Vae H «a» genera H.

DimosTRAZIONE. Segue subito dal Corollario 4 e dalla Proposi-
zione 14. (e.v.d.)
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Proros1ZIONE 15. Se H & un ipergruppo ciclico o completo, gene-
rato da %, allora le condizioni seguenti sono equivalenti:

(i) hewy.
(il) H & totale.
(iii) ciel (k) = 2.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo equivalenza tra (i) e (ii).

Verifichiamo che (i) — (ii).

Per la Proposizione 4 da hewy, segue che wy = H o quindi,
poiché H & completo, Y(z, y) € H? woy = H.

L’implicazione inversa & immediata.

Verifichiamo che (ii) « (iii).

L’implicazione — & immediata.

Proviamo il viceversa. cicl () = 2 implica, per il Corollario 4,
[H[p*| = 1 ciod H|f* = {k} e quindi, siccome H & completo, V(x, Y) €
€ H? goy =k e quindi voy = H. (c.v.d.)

PropPOSIZIONE 16. Sia f: H —> H' un omomorfismo tra un semi-
ipergruppo ciclico H e un semi-ipergruppo H'; allora f(H) & una parte
ciclica di H', e 'immagine di un generatore di H & un generatore
di f(H).

DimosTRAZIONE. Vu € f(H) Jae H tale che u = f(a); se h & il
generatore di H, dm e N* tale che aeh™ quindi u = f(a) € f(h") C
C (f(m)™ cioe u e (f(h))m. (e.v.d.)

CoroLLARIO 6. Se H & un semi-ipergruppo eciclico ¢ R & una equi-
valenza regolare su H, allora H/R & un semi-ipergruppo ciclico.

DimosTRAZIONE. Segue subito dalla Proposizione 16, prendendo
in considerazione la proiezione canonica. {c.v.d.)

TeorEMA 5. Ogni ipergruppo (H, o> & immergibile in un iper-
gruppo ciclico <K, ©> con wy =

DIMOSTRAZIONE. Sia A un insieme non vuoto tale che HN A = 0;

poniamo K = H U A e definiamo in K la seguente iper-operazione O,
vedi [5];

V(z,y)e H* rQY = woy ,
V(z,y)e A? rQy=H,
Viz,y)e HxA4A 20y=yQx=A7A.
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(I) B di immediata verifica che H & ipergruppo.
(I1) Mostriamo che K & ciclico ed ogni elemento a € A lo genera.
VeeH xca? perché a2 =aQa=H .
Vee A «wxea? perchd a® = a’Qa= A .
Si noti, inoltre, che
{m) Voee K ciel(x)e{2,3} .

(II1) Mostriamo che w, = H.

La relazione 4, Yae A & equivalenza in K; infatti & banalmente
riflessiva e simmetrica ed inoltre vale, come adesso vedremo, la tran-
sitivitd:

x A,y implica che Im tale che {x,y}cam;
y A2 implica che In tale che {y,2} ca;

ove, per (L), si puod porre:

Nei casi 1) e 2) banalmente segue x 4,2; i casi 3), 4) sono da
escludersi, poiché:

m=2 implica {®,y}ca*=H,
n =3 implica {y,2} ca* =4,
quindi y e HN A il che & assurdo.
Poiché 4, & equivalenza 4, = A.; quindi, per la Proposizione 8,
44 = p* pertanto K/f* = K|A, = {7, §|x € a®, y € a*}, percid |K[f*| = 2.

Inoltre Vee H % == 1gspe © quindi wg = H. (c.v.d.)

Nota. Nel seguito gli ipergruppi (XK, ©), costruiti come nel Teo-
rema 5, saranno indiecati come (H, 4)-Ipergruppo.
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ProposizioNe 17. Dati due ipergruppi (H,y, o) e (H,, 3> tali che
HiNH,=0 e H,~ H,; allora, se (K,0) e (K,O) sono rispettiva-
mente (H,, H;)-Ipergruppo e (H,, H,)-Ipergruppo, si ha che (K, O) ~
~(K,&).

DIMOSTRAZIONE. Sia f = H, — H, un isomorfismo.
Definiamo 1'applicazione g: (K, Q> — (K,O) ponendo:

Vee H, g(x) = f(x),

Voe H, g(@) = (=),

\

g, chiaramente bigettiva, & inoltre un omomorfismo buono; infatti
esaminiamo i casi possibili:

1) (»,y)e H,xH,,
2) (@, y)eH,xH,,
3) (w,y)e H,xH,,
4) (v,y)eH,xH,.
Caso (1)

-

9z © y) = g(woy) = f(woy) = f(®)3f(y) = glw)gs(y) = g(x) © gly) .
Caso (2)

9=z Qy) = g(H,) = f(H,) = H,,

9@) O gly) = [Ma) O fy) = H, .

Caso (3)
9@ Y) = g(H,) = ~*(H,) = H,,
9@ O 9(y) = [(2) O fM(y) = H, .
I1 caso (4) si prova come il (3). (e.v.d.)

TEOREMA 6. Se H & un ipergruppo, non avente struttura di gruppo
o di ipergruppo totale, ¢ |H|= 2, allora, a meno di isomorfismi, la
struttura di H & data da una delle seguenti tabelle:

1) a b 2) a | b
a a, b a, b a a a, b

b a, b a b a, b a, b
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3) a b 4) a b
a a, b a, b a a a, b
b a b b b a,b
5) a b 6) a b
a a b a a a, b
b b a,b b a, b b

Inoltre le tabelle su elencate descrivono tutte, ipergruppi ciclici, ad
eccezione della 6).

Lemma 3. Sia H un semi-ipergruppo con identitd scalare «e» e
con un elemento y tale che Yo e H — {¢} #* = {y} ed inoltre tale che
Vo e H — {e} e¢ a®; allora, se H non & gruppo, H non & ciclico.

DIMOSTRAZIONE. ¢«e» ed «y» non sono certamente generatori
Voe H — {e, y} o = {y}, o™+t = 2% Yk >0 quindi  non pud gene-
rare H perche #n tale che ¢ e an. (e.v.d.)

LemMA 4. Se H & un semi-ipergruppo con identitd scalare «e» e
tale che H=AUK ove Vze A 2* = {x}, Yye K y* = {e}, allora,

A

se non e un gruppo, H non & ciclico.

DimosTRAZIONE. Gli elementi di 4 non possono generare H, perché
sono idempotenti.
Gli elementi y di K non possono generare H perchd sono tali che:

y* = {e} , ye+t = {y} . (c.v.d.)

LEMMA 5. Se esistesse un ipergruppo ciclico H con identita sca-
lare « ¢», con |H|= 3 e tale che Yo e H || = 1, allora H dovrebbe
essere commutativo.

DIMOSTRAZIONE. Sia H = {e, &, y}.
Per le ipotesi fatte & sufficiente provare che xoy = yox. Osser-
viamo intanto che in H, per quanto riguarda i quadrati di « e y, si

possono presentare i seguenti casi:
(1) 2?== m&v. Y= ?&J

= {y}, ¥* = {=},
(3) a*={e}, y*= {=},
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I

(4) o= {z}, y*= {y},
6) @*={a}, y*= {y},
(6) @*={e}, y*= {y},
(7) 2* = A&wu y? ,.m&.
(8) %= ﬁ&. y? A&q
(9) @ = {e}, y*= {e}.
I casi (4), (6), (7), (9) sono da scartare in quanto, per il Lemma 4,

H non sarebbe un ipergruppo ciclico.
Nei casi (1), (2), (3) si ha:

l

I

I

Loy = y*oy = (yoy)oy = yo(yoy) = yoy* = yox .
Analogamente si verificano i casi rimanenti. (c.v.d.)

TEOREMA 7. Non esistono ipergruppi ciclici H, con identitd seca-
lare «¢», con |H| =3 o tali che Yoe H |o?| = 1.

DIMOSTRAZIONE. Per i Lemmi (3), (4), (B), e per le ipotesi fatte,
sono possibili per H le seguenti tabelle di moltiplicazione:

e z Y e * Y

e e ] Y [ e ® Y
@ x x ey x x » e,x,y

) y ey r Y Y &, Y @

_ e z v e x Y

€ e z Y [ [ x Y
x x Yy e, x @ x Yy e, 2, Y

Y Y €% Y y y €, Y Y

e © y e © Y

[ e @ Y [ e bl Y
z x e e,y @ © e e, %,y

Y Y ¢y T y Y e, Y &

[ T Y [ ® Yy

e € T Y e e x Y
z x Y e, T © ® Y €, x,Y

Y Y e, x e Y v €, ®, Y ¢
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e x y e x Yy
e e x y e e x Yy
@ T i e, X x K} e, T, Y
y y e, @ y y e, x,y x
e x y
e e x y
@ x y ey
y Y ey @
Ma in nessun caso & verificata l'associativita, risultando sempre
(wox)oy 5= wo(woy) . (c.v.d.)
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